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О ПОТЕРЕ УСТОЙЧИВОСТИ СТЕРЖНЯ С ТРЕЩИНОЙ 
 
Ю.И. Дорогов 
 
В практике эксплуатации конструкций в экстремальных условиях возникают 
ситуации, когда элементы конструкций подвергаются частичным разрушениям. Такие 
разрушения могут носить рассеянный или локализованный в виде трещины характер. 
Модель рассеянных повреждений, основанная на учете неоднородностей 
деформационных и прочностных характеристик материала, разработана в [1, 2]. Условия 
реализации нисходящей ветви диаграммы деформирования рассмотрены  
в [3–5]. В [4] описан процесс возникновения и распространения трещины в срединном 
поперечном сечении изгибаемой балки. На основе этой модели в [6] исследуется 
разрушение балки, лежащей на упругом основании. Работы [7–10] посвящены изучению 
процесса потери устойчивости стержня при возникновении и развитии частичных 
повреждений в опорах. 
В данной работе исследуется процесс возникновения и распространения трещины в 
срединном поперечном сечении продольно сжимаемого стержня после потери 
устойчивости прямолинейной формы равновесия. Задача решается в рамках принятой 
гипотезы плоских сечений. 
Стержень длины l  имеет прямоугольное поперечное сечение. Оба конца стержня 
закреплены шарнирно (рис. 1). К подвижному концу прикладывается сосредоточенная 
сила P . Начало системы координат расположено в неподвижном конце стержня A . Ось 
Au  направлена вдоль первоначально прямолинейного стержня,  
а ось Av  перпендикулярна к оси Au . В дальнейшем будем считать, что положительное 
направление оси Av  выбрано в сторону выпуклости стержня. 
Предполагается, что материал стержня обладает неограниченной прочностью при 
сжатии и хрупко разрушается при растяжении. На всех стадиях деформирования принята 
линейная зависимость между нормальным напряжением и деформацией 
 E , 0  , 
где   – нормальное напряжение; E  – модуль Юнга;   – деформация; 0  – предел 
деформируемости материала.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 1. Схема нагружения стержня 
 
Значение сжимающей силы, при котором стержень теряет устойчивость 
прямолинейной формы равновесия, определяется формулой Эйлера: 
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где J  – момент инерции поперечного сечения стержня.  
Дальнейшее увеличение нагрузки приведет к изгибанию стержня, при этом в его 
наиболее опасном срединном поперечном сечении деформации крайних растянутых 
волокон достигнут предела деформируемости 0 , после чего эти волокна начнут 
разрушаться и возникнет трещина. Предполагается, что трещина образуется по всей 
ширине срединного поперечного сечения  и равномерно распространяется вглубь.  
Элементарная модель развития трещины, представляющей собой разрез нулевой 
толщины, представлена на рис. 2. По обоим берегам трещины напряжение   равно нулю. 
В вершине трещины происходит разрыв волокон материала при напряжении 00  E . 
Трещина распространяется в глубь сечения по мере того, как в ее устье поддерживается  
напряжения разрыва 0 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 2. Модель распространения трещины 
 
Приняты следующие обозначения: H  – высота неповрежденного сечения;  
b  – ширина сечения;   – глубина трещины; 1  – деформация крайних сжатых волокон; 
Hh  – высота неповрежденной части срединного поперечного сечения (рис. 3).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 3. Срединное поперечное сечение 
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Рассматривается система координат, привязанная к срединному попереч- 
ному сечению,  с началом в его центре. Оси координат совпадают с главными  
осями инерции неповрежденного срединного сечения. Ось ординат Oy  параллельна оси 
Av  и направлена в сторону растягиваемых волокон. Ось аппликат Oz  перпендикулярна 
оси Oy . Ордината устья трещины (расстояние от оси  
стержня   до   ее   устья)    220 HHhy .  
Приняты следующие обозначения: zy  – ордината точек с нулевой деформацией;   
– деформация точек с ординатой y . Максимальная деформация крайних растянутых 
волокон срединного поперечного сечения, в силу принятой модели, остается постоянной: 
0max   .  
В соответствии с гипотезой плоских сечений справедливо равенство 
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Рассматривая поворот сечений по отношению друг к другу (рис. 4) и используя 
соотношения подобия, можем записать:   
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, 
где   – радиус кривизны оси стержня;   – угол взаимного поворота ближайших сечений. 
Кривизна оси стержня 
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С учетом уравнения (1) запишем выражение для кривизны  :  
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Из последнего равенства следует зависимость деформации в сечении от ор-динаты 
точек сечения: 
 zyy   . 
Условие равновесия равнодействующей нормальных напряжений в сечении  
и внешней сжимающей силы запишется в виде 
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Из уравнения (2) выражаем ординаты точек сечения y  через их деформа- 
ции  : 
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Дифференцируя последнее равенство, получим: 
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Произведем замену в интеграле, стоящем в правой части уравнения (3),  
и интегрируем его: 
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Учитывая, что  21 Hyz   ,  zyy  00 , и выполняя элементарные 
преобразования, перепишем последнее равенство в виде 
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Подставим в последнее выражение 20 Hhy  , раскроем скобки и приведем 
подобные. Получим: 
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Рис. 4. Элементарный участок стержня 
 
Найдем из полученного уравнения zy , подставляя в последнюю формулу 
выражение для    zz yHhyy  2000  : 
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Момент нормальных напряжений в срединном поперечном сечении  
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Произведем в интеграле замену переменной по формулам (4), (5). После 
интегрирования  запишем: 
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Учитывая, что  21 Hyz   ,  zyy  00 , и выполняя элементарные 
преобразования, перепишем последнее равенство: 
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Раскрывая скобки по формулам сокращенного умножения суммы кубов  
и разности квадратов, вынесем общий множитель hHy  20 . Получим: 
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Подставляя 20 Hhy   и раскрывая скобки, после приведения подобных 
слагаемых,  перепишем  выражение  момента  в  виде 
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Перегруппировывая слагаемые и учитывая, что hH , получим: 
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Перепишем условие (6) в виде   PyhbE z 22  . С другой стороны: 
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Подставим полученные выражения в уравнение момента (7). После пре-
образования  
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Согласно последней формуле момент нормальных напряжений в срединном 
сечении линейно зависит от сжимающей силы.  
Выделим полный квадрат по отношению к разности H  и преобразуем 
выражение к виду 
                                2 M ,                                                        (8) 
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График зависимости момента нормальных напряжений в срединном сечении  
от глубины трещины схематически изображен на рис. 5. 
Вначале, когда трещина только возникла и имеет нулевую глубину, момент 
находится по формуле  
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После потери устойчивости прямолинейной формы равновесия прогибы  
стержня увеличиваются довольно быстро при небольшом изменении сжимающей  
силы. Вследствие этого момент сжимающей силы достигает значения 0M  
при нагрузке, близкой к силе Эйлера eP .  При этом прогиб оси стержня в срединном 
сечении  














J
bHlH
P
Ml
v
e
2
0
2
0 1
62 

. 
Момент инерции прямоугольного поперечного сечения 123bHJ  , и выражение 
критического прогиба посредине стержня принимает вид 
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Последняя формула выражает допустимый прогиб оси стержня посредине,  
при котором в срединном сечении зарождается магистральная трещина, и по- 
зволяет оценить степень опасности изогнутого состояния стержня. Из выраже- 
ния (9) видно, что допустимый прогиб стержня тем больше, чем больше  
предел деформируемости материала стержня, высота сечения стержня и отно- 
шение   длины   стержня   к   высоте   его   поперечного   сечения.  
Далее, при увеличении момента, устойчивое равновесное состояние трещины 
невозможно, так как с ростом глубины трещины момент нормальных напряжений в 
сечении уменьшается. Для равновесного углубления трещины момент внешней силы тоже 
должен уменьшаться и строго соответствовать моменту нормальных напряжений для 
текущей глубины трещины. Такое равновесие будет неустойчивым. Начнется резкий рост 
трещины.  
Минимальное значение момента нормальных напряжений, определяемое формулой 
(8), равно   и соответствует глубине трещины  . Если в силу каких- либо причин 
конструкция окажется в состоянии, когда момент достигнет минимума   при глубине 
трещины  , то дальнейшее увеличение сжимающей силы и со-ответствующее 
увеличение внешнего момента приведет к последовательному раз- 
витию  трещины.   
Пренебрегая динамическими эффектами, связанными с внезапным рас- 
крытием трещины, можем заключить, что установившаяся глубина трещины, 
соответствующая моменту 0M , будет не меньше, чем 2 . Переход от состояния 
зарождения трещины к новому установившемуся состоянию изображен на рис. 5  
пунктирной линией ab . Если H2 , то после такого перехода стержень остается 
целостным и сохраняет несущую способность. В состоянии b  равновесие стержня  
с трещиной будет устойчивым. В противном случае стержень разламывается на две части.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рис. 5. График зависимости момента нормальных напряжений  
от глубины трещины 
 
Произведем приблизительную оценку параметров, необходимых для сохране- 
ния целостности стержня. Для этого выражение   подставим в неравенство H2 . 
После  преобразования  получим: 
2
0bHEP  . 
Предполагая, как и ранее, что сжимающая сила незначительно отличается  
от  силы  Эйлера  eP ,  перепишем  последнее  неравенство: 
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С учетом выражения момента инерции прямоугольного поперечного сечения 
условие целостности стержня после перехода его из состояния a  в состояние b  запишется  
в виде 
06


H
l
. 
Из последнего неравенства следует, что в отношении динамики распространения 
трещины можно выделить две категории стержней: «длинные», для которых 06Hl
0M
a  
M  
  
  0  
  
2  
 b  
, и «короткие» ( 06Hl ). Первые сохраняют целостность при воз-никновении 
трещины, тогда как вторые полностью разрушаются сразу же после  
ее  зарождения.  
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